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Funciones Univariadas Lucia A. Ruiz Galindo

Ejercicio 1. Determine el valor de la constante de manera que cada una de las funciones
sea de densidad.

ii. p(x) = ax, r=1,2,3

ii. g(x) =z, x € [—a,al

Solucién.
i. La funcién h(x) = kx® > 0 si y sélo si k > 0, ya que 2% > 0, Vz € Ry y como X es una
v.a.d.

Z h(z) =1
= ka2

r=1
= k(1)* + k(2)?
= k+4k
= 5k =1,

por lo tanto, k = %

1
h(z) = EIZ, r=1,2 si es de densidad.

ii. Puesto que z > 0 en Ry, p(x) es no negativa, es decir, p(x) = ax > 0 si y sélo si a > 0
y

Z p(z) = Zax

Rx
= a(1l) + a(2) + a(3)
= a+ 2a+ 3a
= 6a =1,

, por ende

lo cual implica que a = %

1
p(z) = 6% r=1,2,3 si es de densidad.

iii. La funcién g(z) = x con « € [—a,a] no es de densidad ya que g(z) < 0 para toda
xr € [—a,0) y por tanto no sesatisface la no negatividad, g(z) > 0. En consecuencia, se
puede afirmar que g(x) no es de densidad, ya que por definicién se tienen que cumplir con
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2 criterios. Por curiosidad se analiza si

[ otars = 1.

Rx

puesto que 0 = 1 es una contradiccién, no existe un nimero a tal que g(z) sea de densidad,
tal y como se habia concluido al analizar la no negatividad de g(z).

Ejercicio 2. Sea

6+ 3y

i g(y) —  y=12

1
ii. h(z) = gze_z/c, z2>0
a) ;Qué valor deben tomar las constantes para que las funciones sean de densidad?
b) Calcule la media y la varianza de Y y Z.

Solucioén.
i.a) Dado que y > 0 en su recorrido Ry = {1,2}, la funcién cumple con g(y) > 0 si y sélo
si a > 0 y por la segunda propiedad se tiene

2

Ejgw)=:§:6tfy

y=1

6+3(1) | 6+3(2)

a a

6+3  6+6
= +

a a
912
_CL a
21
_(l

de donde a = 21, puesto que % debe ser igual a 1. Entonces,

6+ 3y
21

q(y) y=12 es de densidad.
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i.b) La media de Y

BY) = S uhv(y)
Ry

2

B 6+ 3y
=2 21

y=1

1(£5) 1 (25)

SORE

33

21

Dado que

primero se debe de obtener

E(Y?) =Y ' fv(y)

B 6 + 3y
= ZyZ T

y=1

() (45)

9 12
= 1(= 4 ==
(a1) ++(z)
57
21’

entonces

V(Y) = BE(Y?) — E*Y)

_ 5T (Y
21 21

= 0.2449.

ii.a) La propiedad de que h(z) > 0 se cumple ya que la constante estd elevada al cuadrado,
2> 0y e ?°>0. Ahora se analiza la segunda propiedad, /h(z)dz =1.

Rz

1 i
/gzez/cdz = g/zez/cdz
0

Rz
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integrando por partes:
U=z dv = e ?/¢
du=dz v=—ce ",

17 1 © 7
—2/ze_z/cdz = —2|:—CZ€_'Z/C +/ce_z/cdz}
c c 0

0 0

1 o0
= —[— lim ze /¢ +0 — ce ?/¢ ]
0

C Z—00
Dado que la segunda propiedad se satisface, se concluye que cualquier valor de ¢ hace que
h(z) sea de densidad.

ii.b) La media de Z es

= — lim e */¢ — (—€°)

Z—00

E(Z) = /zh(z)dz

Rz
1
= —2e*edy
2
0
integrando por partes:
u= 2> dv = e #/¢
du =2z v=—ce ?,
1 1 %0 1
/—zge_z/cdz = — ¢ 4+ 2c/ —ze ¥l
2 2 . 2
0 0

o

1
= —= lim 2%e*/° + 0 + ZC/h(z)dz
C z—00
0
= 2c,

yva que la ultima integral es 1 puesto que h es funciéon de densidad.

El cdlculo de la varianza requiere determinar la F(Z?) tal y como se muestra a con-
tinuacion.

B(7%) = / 2h(2)dz

Rz
o
1
= —2z?’e’z/cdz
c
0

4
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integrando por partes:

w=2z3 dv = e #/¢

du =32 v=—ce?/°,
71 1 > 1
/—z?’e_z/cdz = — e +3C/—226_Z/Cdz

c? c? 0 c?

0 . 0

= —= lim 237/ + 0 + 3¢E(Z)

C z2—00
= 3c(2¢)
= 6¢°.

Por lo anterior, la varianza esta dada por

V(Z) = E(Z*) — E*(Z)
= 6¢2 — 4¢
= 2¢°.

Ejercicio 3. La funcién ¢(y) = ke™%/® con y > 0, jes de densidad?

Lucia A. Ruiz Galindo

Si su respuesta es afirmativa determine la funcién de distribucién y calcule la varianza,

sesgo y curtosis de Y.

Solucion.

Ya que e7¥/° > 0, Yy € R, entonces g(x) > 0 si y sélo si k> 0. Ahora bien,

/ g(y)dy = / ke v/Pdy
0

Ry
o0

= —bHke ¥/

0
= — (h’m 5kev/5 — 5keo)

y—00
= b5k
=1

?

(1)

de donde se obtiene que k = % puesto que 5k debe ser igual a uno, por consiguiente

1
9(y) = ge‘y/5, y >0,

si es una funcion de densidad.

A continuacién se calcula la funcién de distribucion. Cuando —oo < y < 0,

Gly) = /g(U)du
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y cuando 0 < y < oo,

= /Og(u)du—i—/yg(u)du

De esta forma, la distribucién de Y es

0, siy <0

G(y) =
1—e¥/? siy>0.

Ahora se prosigue a determinar la varianza.

EY) = / yg(y)dy

Ry
o

1
= /ygey/de

0

integrando por partes:

u = dv = e7v/5
du=dy v=—5e¥/"

1
- —y/5d . -y/5
/956 Y 5 ye
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ya que la dltima integral es 1 debido a que g(y) es de densidad.

E(Y?) = / vg(y)dy

Ry
o

1
_ 2= fy/Sd
/y 56 Y

0

integrando por partes:
u=1y> dv=eYP
du=2y v=—5e¥°

71 1 71
/yz—e_y/sdy = ——5y26_y/5 + 10/ ye Y dy
5 5 . 5Y
0 0
= — lim 3% ¥® 4 0+ 10E(Y)
y—00
= 10(5)
= 50. (3)

V(Y) = E(Y?) - E*(Y)
— 50 — 25
— 25,

si se utiliza la definicién de varianza se tiene que

V({Y) = E[Y - E(Y))’]

= / (y* — 10y + 25)g(y)dy

o0

z/yg( )dy—lo/ dy+25/g dy
0 0 0

= E(Y?) - 10E(Y) + 25

= 50 — 50+ 25

= 25.
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A continuacién se calcula el sesgo.

S(X) = E[Y - E(Y))’]

= / (y* — 15y® + 75y — 125)g(y)dy

0
o) o)

- / S9(y)dy — 15 / () dy
75/yg dy—125/g
0 0

= BE(Y?) - 15E(Y?) + 75E(Y) — 125 / g(y)dy,

o0

pero como

E(Y?®) = / v’ g(y)dy
Ry
I

_ 3= —y/5d
/y 56 Y
0
integrando por partes:
u=1°> dv = e /5

1 | 71
/y356_y/5dy = 55y e y/5 15/ 5y26_y/5dy
0

= — lim y’e” y/5 + 0+ 155(Y?)

y—00
= 15(50)
= 750,

Funciones Univariadas
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entonces

S(X) = E(Y®) —15E(Y?) +T5E(Y) — 125/g(y)dy

0
= 750 — 750 + 375 — 125

= 250.
Otra forma de calcular el sesgo es

S(X) = E[(Y - E(Y))’]

= /(y —5)%g(y)dy

Ry
[o@)

= / (y* — 15y® + 75y — 125)g(y)dy

0
o0 o)

1 1
= /y3gey/5dy+15/y256y/5dy
0 0

1 1
+75/yge_y/5dy— 125/56_9/56@,
0 0

la segunda, tercera y cuarta integral se encuentran en (3), (2) y (1) respectivamente, la
primera se calcula a continuacion integrando por partes.

u=1y> dv=eY/>
du=3y?> v=—be ¥/

5 5 0 5
0 0
= — lim y®e¥° + 0415
y—00
= 15(50)
= 750, (4)
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sustituyendo,

o0 o

1 1
S(X) = /y356_y/5dy+15/y256_y/5dy

0 0
+75/y%e‘y/5dy— 125/%6_3’/5(1@
0 0
= 750 — 15(50) + 75(5) — 125
= 250.

Ahora se procede a calcular la curtosis.

C(X) = E[Y - E(Y))']

= / (y* — 20y® + 150y> — 500y + 625)g(y)dy
0

[e.9] o0

- 7 9y )dy—zo/ 3g(y)dy+150/y29(y)dy

0

—500

yg(y dy+625/g

0
= E(Y*") —20E(Y?) + 150E(Y?) — 500E(Y) + 625 / g(y)dy,
0

pero ya que

E(Y") = / y'g(y)dy

Ry
I
_ 4= —y/5d
/ Y 56 Y
0
integrando por partes:
U = y4 dy = 6*9/5

du = 4y® v = —5e¥/5
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[ 1 * T
/y4—ey/5dy = ——5yte v/ +20/—y36y/5dy
5 5 0 5
0 0
= — lim y*e ¥° + 0+ 20E(Y?)
y—00
= 15000,

se obtiene que

C(X) = BE(Y") —20E(Y?) + 150E(Y?)

[e.e]

—500E(Y) + 625 / g(y)dy
0
= 15000 — 15000 + 7500 — 2500 + 625

= 5625.
La curtosis también se puede determinar de la siguente forma:
C(X) = E[Y - B(Y))']
— [ B0 sy

Ry

= / (y —5)*g(y)dy

0
= /(y4 — 20y® + 150y% — 500y + 625)g(y)dy
0

o0 [e.9]

1 1 1
= /gy46_y/5dy—20/y3ge_y/5dy+15O/y256_y/5dy

0 0 0
Ly s
—500 yge Y dy + 625 ge Y
0 0

la segunda, tercera, cuarta y quinta integral se encuentran en (4), (3), (2) y (1) respecti-
vamente, la primera se calcula a continuacion integrando por partes.

U = y4 dv = @*9/5
du =433 v = —5ev/°

o1 1 %0 1
4= —y/5 = —2§ 4 —y/5 20/_ 3 —y/5d
/y 53 5 ye ; + 5y € Yy
0 0
= — lim y*e ¥° 4+ 0+ 20E(Y?)
Yy—00
— 15000,

11
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sustituyendo se tiene que
CX) = / §y4€_y/5dy - 20/9336_?’/%.@ + 150/y256_y/5dy
0

0 0
o) 0o

1 1
—500/ygey/5dy + 625/ ge*y/f’
0 0
—= 15000 — 20(750) + 150(50) — 500(5) + 625
= 5625.

Ejercicio 4. Considérese las siguientes funciones

(1 ) _ 0

5 siw =
i f(w) = %, stw=7

a .

|3 siw =10

ii. g(w)=a(10 — 3w), Ry ={0,1}

a) Determine el valor de a que haga que f(w) y g(w) sean de densidad.
b) Determine las funciones de distribucién.
c¢) Calcule los primeros cuatro momentos de W.

Solucién.
i.a) Para hallar el valor de a, se recurre a la segunda propiedad de la funcién de densidad.

1 a a
2 Jw) =545y
Rw
3+ 3a
=~
3+ 3a . .
Dado que debe ser igual a 1, se obtiene que a = 1 y por tanto,
(
Z 8§ w=0
> si w
flw)=¢= s w=7
L i 10
-, sl w=
\37 )

12
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en donde es claro que también se cumple la primera propiedad de la funciéon de densidad,
ya que f(w) > 0.

i.b) A partir de la definicién de la funcién de distribucién se tiene que

siw <0,

F(w) = ) f(u)

dado que f(w) =0, Yw < 0.

Sio<w<7,
F(w) = ) f(u)

520 w

= D> )+ flu)
U=—00 u=0

= 0+ £(0)

1

S17 <w < 10,

Si 10 < w < oo,

uu%ivlo w
= > flw+ ) f
uU=—00 u=10
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F(7) + f(10)

2 N 1
33
= 1.
De manera que
(0, si w<0
1 .
2 si 0<w<7
F(w) =
2 .
— s T<w<10
3
\1, si w > 10.
F(w)
1 —
w
7 10
i.c) Los momentos de W son
EW) = Y wf(w)
Rw
1 1 1
= 0f = 7\ = 10( =
()+7() )
T
6 3
9
=3
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)

9
(0‘5

81 /1 25 (1 121 /1
z(§)+z(6>+7<§>
85
=3

> lw— EW)P f(w)

e (-
)
@

8

;[w—E(W>]4f<w>
ENONEPIE
)R
%

16

o)

1

3

10 — =
2

)
)

)+ (0-3)

(5

(
)

1

3

1

3

Lucia A. Ruiz Galindo

)

)

ii.a) La funcién g(w) = a(10 — 3w) es mayor o igual a cero si y sélo si a > 0, ya que
(10 — 3w) > 0 Vax € Ry = {0, 1} y por la segunda propiedad se tiene

1

> " a(10 — 3w)

=0

> glw) =

Rw

= a[10 — 3(0)] + a[10 — 3(1)]

= 10a + 7a
= 17a.

Dado que 17a debe ser igual a 1, se tiene que a = ﬁ > 0. Por lo tanto,

g(w)

1

= 17(10 — 3w),

r=0,1

15

es de densidad.
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ii.b) Por la definicién de la funcién de distribucién

siw <0,

Glw) = ) g(w)

u<w
w

= ) g(u)

U=—0Q

= 0.

Sio<w<1,

Sil<w< oo,



Funciones Univariadas Lucia A. Ruiz Galindo

De manera que

(

0, siw<0

10
F(w) = 2 si 0<w<1

\1, siow>1.

1
ii.c) Ya que ¢(0) = 1—(7) vy g(l) = 1—77, los momentos de W son
E(W) =) wg(w)
Rw
10 7
g _ 1 _
(1) ()
_
Y

~(-5) () (%) (5)
17 17 17 17

~ 49 (10 100 (7

= %9 (1—7) T %9 (1—7)

490 700

ITTERMTIE]

1190
4913

= 0.2422.

SW) =) [w—EW)Pg(w)

Rw

(05 () (-7) (7)

343 (10 +1000 7
4913 \ 17 4913 \ 17

3430 7000
= T33521 83521
3570
~ 83521

17
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4 4
- (-7) (7)+(-%) (%)
17 17 17 17
2401 (10 | 10000 (7
= 83521 (1_7) * 33521 (1—7)
24010 70000
1419857 + 1419857

94010
1419857

= 0.0662.

Ejercicio 5. Considerense las funciones

L fly) =cldy—2y%), 0<y<2
ii. g(y) =cdy® —y), y=0,1,2.

a) ;Son de densidad? En caso afirmativo continua con los siguientes incisos.
b) Determine la funcién de distribucién.

c¢) Cudl es la esperanza y varianza de Y.

d) Calcule la moda y la mediana de Y.

Solucion.
i.a) Para que se satisfaga la primera propiedad f(y) > 0, se necesita que

1) ¢> 0y (4y — 2y?) > 0 o bien,
2) c<0y (4y —2y*) < 0.

Caso 1) ¢ > 0 y el valor de y debe ser tal que

(4y — 2¢*) > 0
2y(2—-y) >0
y(2—-y) >0

de donde se desprende y > 0y y < 2. En consecuencia, f(y) > 0siysélosic >0y
y €[0,2].

Caso 2) ¢ <0y el valor de y debe ser tal que

(4y — 2¢*) <0
2y(2—-y) <0
y(2—-y) <0

18
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c<0yyé€ (—00,0]U[2,00), lo cual en el contexto del problema no es vélido, puesto que

lo que implica que i) y <0y 2>y oii) y >0y 2 < y. Por tanto, f(y) > 0 si y sélo si
2,
el recorrido de y es el [0, 2]. Por tanto, f(z) > 0sic > 0.

A continuacion se calcula el valor de ¢ tal que cumpla con la segunda propiedad para
ser funcién de densidad.
2
/ c(4y — 2y dy = 1.
0

2 2
c(4y — 2y%)dy = ¢ (/ dydy — /2y2dy
0 0

O\w

)
= C —_ >
3
de manera que ¢ = %, puesto que ¢ (%) = 1. Por tanto, la funcién
3
fly) = SUy—2y7)
6
= §(2y — )
3 2
=1y -y), 0sy=2

es de densidad.
i.b) Observe que para cualquier y < 0, f(y) = 0 y por tanto F(y) = 0.
Ahora, si y € [0, 2],
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Siy € [2,00),

De manera que

Su grafica es:
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La varianza de una variable aleatoria continua Y estd dada por:

y para este caso se tiene:

2
3

/y1(2y —y)dy
0
3 2
1/(2y2—y3)dy

0
3/2, 10\
4(33/_49)O
3/92 1
2 (28— 21
2 (3~ 110
§(E_4)
1\3
3 /4
1\3
1.

V(Y)=EY? — E*Y)

E(Y?) =

/ v f(y)dy

3
y? 12y - y?)dy

o\wi’?’

] w
\m
—~
[\~
<
wo
|
NS
W~
N—
QU
<

<
S
|

N — &N
[a—y
(@)
|

o0
|

Bl o Ao A 0o o
o
o 8

o] o
N——

[\
g

ol O l\D|
)

[\
—_
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V(Y) = B(Y? — E*(Y).

AU — O

i.d) La moda de una variable aleatoria continua Y, esta dada por

df (y)

——— =0, siempre que
dy

*f(y)
dy?  —

0.

Para este caso se tiene:

d% [2(2@/ - 92)] = 2(2 —2y) = 2(1 —y),

puesto que en y = 1 la derivada de f(y) es cero, y dado que
Efly) 3

dy: 2

se tiene que y = 1 es la moda de f(y).

La mediana de una variable aleatoria continua esta dada por y € [0, 2] tal que

y
1
[ =5, v = s
de manera que para este caso,
Y 0 Y 3
/ flu)du = / Odu + / Z(2u —u?)du
—00 —00 0
3 Y
— 22 13
1 37 )1,

_3 2 13
“ilrw)

3 1 1
puesto que 1 <y2 — gyg) debe ser igual a 5 se tiene que

w

donde se nota que una de sus raices es y = 1. Dado esto, dicha expresién puede factorizarse
como
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Resolviendo el binomio se encuentra que las otras dos raices son:
y—1+r"“273yy—1 *ﬁ —0.73. Por ende, y = 1 es es la mediana de f(y).

ii.a) Para que g(y) = c(4y®> —y) > 0 con y = 0,1,2, ¢ > 0 pues (4y*> — y) > 0 dado Ry.

A continuacién se calculard el valor de ¢ tal que se cumpla la segunda propiedad

> gly) =

D gly) =) cldy’ —y)

= c[4(0)* — 0] + c[4(1)* — 1] + c[4(2)* — 2]
= 0+ 3c+ ldc
= 17c

de manera que ¢ = %7, puesto que 17¢ = 1. Por tanto, la funciéon de densidad es

1
9(y) = 17(43/ ) y=20,1,2 es de desnisidad.

ii.b) Por la definicién de la funcién de distribucién

siy <0,
G@)ZZ;MM
= fjmm
~ 0.
Sio<y<l,
GW)ZZ;MM
= i‘) g(u)+i09(u)
_o0ra0)
~ 0.
Sil<y<2
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Si2<y< oo,

De manera que

3

(

y<l1 Y

U=—00 u=1

0, siy<l1

3

17 sil<y<?2
1

) siy > 2.

14
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ii.c) Dado ¢(0) =0, g(1) = =—— vy ¢9(2) = ——, la esperanza y la varianza de Y son

289

E(Y) =

289

> ygly)

3 14
0(0)+1(@) +2<@

3 ®
289 289
31
289

24

)
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V(Y) = [y—EY)g(y)

31 \? 31\?/ 3 31\?/ 14
“ (0 3) O+ (1-5) (30) (- 29) (9)
_ O+ﬂ64 (i) +299209 (1_4)
83521 \ 289 83521 \ 289
199692 4188926

24137569 i 24137569

4288618
24137569

= 0.1776.

Ejercicio 6. Sea

f(z)=1, z€[0,a].

a) . f(2) es de densidad?

b) Determine y grafique la funcién de distribucién.

c) Calcule las siguientes probabilidades: P(—0.5 < Z < 0.75), P(-0.5 < Z < 0.75),
P(Z < 0) yP(Z > 1),

d) {Cudl es la media, varianza, sesgo y curtosis de Z7

e) ;Cémo cambian sus resultados si considera z € (0,a)?

Solucién.
a) La primera propiedad para que sea funcién de densidad se cumple independientemente
del recorrido de Z, ya que f(z) > 0. Para hallar el valor de a, se analiza si se cumple la

segunda propiedad, /f(z)dz =1.

Rz

de lo que se concluye que para que f(z) sea de densidad el recorrido de la variable Z debe
ser [0, 1].

25
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b) Si z € (—o0, 0],

Siz e [0,1],

Siz e [l,00),

De esta forma,
0, siz<0

F(z)=1¢ 2z, si0<z<1

siz> 1.

26
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F(2

P(—0.5 < Z <0.75) = P(—0.5< Z < 0.75)
= F(0.75) — F(—0.5)

P(Z <0) = P(Z <0)

P(Z>1) = P1<Z <)
= lim F(z) — F(1)

Z—00

=1-1=0.

I\
—
I
SN—
QL
N

— T —

N

N~ N = 2

Dado que

Lucia A. Ruiz Galindo
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a continuacién se determina E(Z?).

de manera que

BE(Z*) = /z2f(z)dz
Rz
1
= /ZQdZ
0
1
= —23
3 o
1
=3
1 1
7y = - —
V(Z) 371
_ 1
12

Usando la definicion de la varianza se tiene que

V(Z)

= B((Z - B(Z))’]
(= — E(Z))*f(2)dz

0 0
1
:E(ZQ)—E(Z)—l—Z—lz
1 1+1
3 2 4
1
127
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El sesgo esta dado por

S(2) = E[(Z - E(Z))’]

pero como

g
N
NI
|
—
w
w
=
w
S~—
QU
Q

N e S

se sigue que
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Otra forma de calcular el sesgo es la siguiente:

S(2)

~ B2~ E2))"
~ [e- B2 s

0
/ 3 3 1
_ 3_ 2,24, %, =
= /<z 22 +4z S)dz
0
(2 32 322 1 !
~\1 23 12 87|,
11,3 1
4 2 8 8
= 0.
Por su parte la curtosis es
C(z) = B((Z - E(Z))]
— [ B2 1)
Rz
1
1\4
= /(2—5) dz
0

dado que

Adz—2

E(ZYY —2E(Z%) + gE(Zz)

1 1

6
A 9234 22— —z—i——)dz

4 2 16

Bdz+ - | 22dz —

1 1

[
4

0 0

E(Z%)

—

Sl — Ol = ©

w
o
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se tiene que

Otra forma de calcular la curtosis es

= E(ZY - 2E(Z%) + gE(ZZ) - %E(Z) + L.

1 1.1 11

T3 27271716

B 1

- =
C(2) = E|(Z - E(Z))"

~ [ B@) e
Rz
i 1

232 122 1
Tt23 7322 E)
1 1 1

2 416

16
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1

0

e) Los resultados no se alteran si considera z € (0,a), ya que se trata de una variable
aleatoria continua y la probabilidad en un punto especifico del recorrido de la variable es

cero.

Ejercicio 7. Sean X ~ Bernoulli(p),

variables aletorias.

Y ~ Ul(a,b), Z~ Exp()\)

y

RN
RNy

a) Determine la funcién de distribucion de estas variables aleatorias y grafique cada

una.

b) Caleule P(W < 1), P(W < 1), P(1<W <2), PA<W <2),
P1<W<2)y PQ<W<2).

Solucion.
a) Sea
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= f(x) =p"(L—p)'7,

Six <0,

dado que f(x) =0, Vz <O0.

Si0<x <1,

Sil<uz<oo,

De manera que

r € Rx = {0, 1}
F(z) = > f(u)
= ) f(u)
—0,

> f(u)

u<x

Y S+ fu)

U=—00 u>0

= F(0)+ f(1)

1—p+p'(1—p)'"!

= 1.

;

0, six <0

1—p, si0<xr<l1

1, six > 1.

\

32
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" fW) =5
Si y e (—OO,Q],

Siy € [a,bl,

| |
| |
r— 1 x

Lucia A. Ruiz Galindo
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Siy € [b, 00),

b 0o
= /f(u)du+/0du
—00 b
= F(b)
_b—a
- b—ua
= 1.
De manera que
(0, y<a
y—a
F(y) = <y<b
L1, y > b.
F(y)
1
a b Y
0 2 <0
s f(2)=< -, z€l0,00), A>0.
e {A SRS

Siz € (—00,0],

Funciones Univariadas
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Siz € [0, 00),

9] 0
= /)\e_A“du
0
— _efAu z
- 1— e—)\z
De manera que
0, z2<0
F(z) =
1—e? 2>0
F(2)
1

(
1
- iw=1
> sl w
1 .
-f(w): - siw=2
4
1 . 3
-, siw=
\ 4
Siw <1,

35
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dado que f(w) =0, Yw < 1.

Sil<w<?2,

Si2<w<3,

Si3 <w < oo,

> fw)+> 7 flu)
ot fny
2
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De manera que

0, w<l1
1
5, 1§w<2
F(w) =
3 2<w<3
- w
4’ —_—
1, w>3
\
F(w)
1 P
w
1 2 3
b)
PW <1) = F(1)
=) f(w)
w<1

> f(w)

-

N | —S+

P(W < 1) =0, ya que los valores de W < 1, no estan en Ry .

Pl<W<2) =) f(w)

= f(2)

=] =
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B QoD | =
| =

w<2

PA<W<2) =) f(w)
-
1

5
P(1 < W < 2) =0, puesto que ningin punto del intervalo (1,2) pertenece a Ryy.

Ejercicio 8. Sea W una v. a. ¢. cuya funcién de distribucion es la siguiente

0, w <0
1 1

1, w > —.

2

a) Grafique F(w).
b) Muestre que F(w) satisface las propiedades de la f™ distribucién: 0 < F(w) < 1y
F(w) > 0.

1 1
c) Calcule P (W < Z) y P (O <W< Z) utilizando la funcién de distribucion.

Solucion.
a) Grafique F(w).

F(w)

N| =

b) Muestre que F(w) satisface las propiedades de la f" distribucién: 0 < F(w) < 1y
F(w) > 0.

c) Calcule
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= Qo |
DO | —

Dado que W es una variable aleatoria continua (vac),

1 1
P(OEWSZ) :P(0<W<z_1)

Lucia A. Ruiz Galindo

Si W es vac, P(W = w) = 0 (Este es un ejemplo de un evento con probabilidad 0 que no

necesariamente es el evento imposible: ().)

Ejercicio 9. La funcién de distribucion es

0, z<0
Flx)y=<2* 0<z<1
1 x> 1.

a) Calcule la funcién de densidad.

Solucion.

a) Por definicién f(z) = dF(z)

dx

f(x):{Qx’ 0<z<l1

0, en otro caso.

Ejercicio 10. Considere las siguientes funciones de distribuciéon de una variable aleatoria

continua:

i Gl)=1—(142x)e ™, >0

39
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0, six <0
x

— i0<z<1

5 si0<uzx
. F(x)= 1 3
- = 11 <z< =
T 5 sil<g 5

3

1 ix > —.

L 5115_2

a) Calcule P(04 < X < 1.3), P(X >0.5), P(X < 1.5) y P(X > 1.5) usando la funcién
de distribucion.

b) Verifique sus resultados usando la funcién de densidad.

c¢) Grafique la funcién de densidad y la de distribucién.

Solucién.
i.a)
P(04< X <13) = P(04<X <1.3)
= G(1.3) — G(0.4)
=N1—-(1+13)e ] —[1—-(1+04)e ™
= 1.4e701 - 23713
= 0.3116.

P(X >05) = P(0.5< X < o)
= lim G(x) — G(0.5)

= Jm 1= (L )e "]~ [1 = (1405)e 7

= 1—[1—15e%
= 0.9098.

P(X <15) = G(1.5)
=1—(1+15)e*?
= 1—0.5578
= 0.4422.

P(X >15) = P(1.5< X < )
= lim G(z) — G(1.5)

= lim[l—(1+z)e ™ —[1—(1+1.5)e "

= 1—[1-25e"]
= 2.5 1P
= 0.5578.
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Con base en los dos ultimos resultados:

P(X >15)+P(X <15) =1

i.b) La funcién de densidad asociada a X es

dG(x)

dx
—[—(1+x)e™ + €77
(1+z)e®—e®

—x

g(r) =

= Te

Por lo tanto, la funcién de densidad es

g(x) =ze ™.
1.3
P04 < X <1.3) g(x
0.4
1.3
xre “dx, (5)
0.4
integrando por partes:
u=ux dv=e"
du=dr v=—e ",
/xe Ydr = —xe +/ “dx
= —xe " —e "
Sustituyendo en (5)
1.3
P04<X<13) = [ ze ®dx

0.4

(—we™ —e) |}
(—13e7"3 6—1:3) — (—04e %" — ™)
—2.3e7 13 4 1.4¢704

= 0.3116.
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En los casos siguientes, se evalia el resultado de la integral en el intervalo que corres-ponda.

P(X >05) = P(05< X < 00)

P(X <15) = P(—oo < X < 1.5)
1.5

= / g(x)dx

—00
0 1.5

= /Odm—l—/xe‘”da:
0

=0+ ( —ze ¥ — e_””) (1)'5
—15e7 P —e7 1541
= 1—-25e 17

= (.4422.

P(X>15) = P(15< X < 00)

- / g(z)dx

o0

= /xexdx

15
= (—we —eT)[]y

= lim ( —ze " — e_’”) - ( —1.5e 1 — 6_1'5)

T—00

= 04 2.5e 17
= 0.5578.

i.c) Grafique las dos funciones.
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G(x)
1

X
g(x)

X

ii.a)
P04<X<13) = P04< X <1.3)
= F(1.3) — F(0.4)

_ (13 1y 174
\10 2 2\ 10
= 0.6.

P(X >05) = P(0.5< X < o)
= lim F(z)— F(0.5)

, 1/1
= Iim1l)——={=

= 0.75.

P(X < 1.5) = F(L5)
= 1.

P(X > 1.5)

P(15 <X < o0)
= lim F(x)— F(1.5)

= (h’ml)—l

= 0.
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ii.b) La funcién de densidad de X es,

sixﬁOon%,

Sio<z <1,

Sil<z<

DO W

En resumen

sil<z<

=
8
~—
I
—
N W

0, en otro caso.

Por ende,

—_
w

P04< X <13) = [ f(z)dz

I
=

I
\H
N | —

QL

8

+
\

QL

S

e
N
—

8

o
— e

Il
S N = N =
|
N |
7 N
—_
S
~_
+
—
w
|
—_

o

B
N
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P(—o0o < X < 1.5) = /f(x)dx

P15<X <o) = /f(a:)d:r

ii.c) Grafique las dos funciones.
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F(x)
1
1 3 X
2
f(x)
1 —
i
2
1 3 X
2

Ejercicio 11. La funcién de densidad de la variable aleatoria X es

(1

—x, si0<z<l1
2

1 11<z<?2
- si z

2’ —_—

1 :
5(3—x), si2<zx<3

kO, six > 3.

a) Determine su funcién de distribucion.

Solucion.
a) Observe que para cualquier x < 0, F'(z) = 0. Ahora, seleccione z € [0, 1],

F(z) = / F(y)dy
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-5
Sizell,?2],
F(z) = jf(y)dy
= /lf(y)der/m—dy
- F(1)+%yj
33
_r_1
2 4
Size[2,3],
F(z) = ]f(y)dy
— /Qf(y)dy+/x§(3—y)d3/
— F(2) +% (3y— §y2> z
_ @_%) %{(3:5—%:@2)—(6—2)}
_ 3, 1p B
27 47 4
Siz € [3,00),
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De esta forma, la funcién de distribucion es:

0,

N

48
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sizx <0

sio<z<1

sil<z<2

si2<x <3

six > 3.



