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Lucia A. Ruiz Galindo*

1. Introduccién

En la especificacion del modelo de regresion lineal se distinguen dos partes, una
deterministica y otra estocastica. Una vez estimado el modelo y habiendo aprobado la
evaluacion econémica del mismo, se llevan a cabo pruebas de especificacion correcta, es
decir, pruebas mediante las cuéles se verifican los supuestos del modelo, los de su parte
determinista, la que corresponde a la combinacion lineal de los parametros, y los de la

estocastica, la asociada al término aleatorio.

De manera mas especifica, las pruebas de especificacion correcta consisten en
estudiar si la informacion empirica incorporada en el modelo, la que se utiliza para su
estimacion, proporciona evidencia a favor o en contra de los supuestos tanto de la parte
determinista del modelo como de la aleatoria o estocastica. En la primera, generalmente se
estudia si las variables independientes son las Unicas que explican a la dependiente, si hay
permanencia estructural en los pardmetros y si la forma funcional en que se han introducido
las variables es correcta 0 no, entre otras, mientras que en el término estocastico, se
analizan los supuestos Gauss-Markov, que establecen que los errores aleatorios tienen
media cero, son independiente de las variables explicativas, homoscedasticos y no
autocorrelacionados, y también se verifica que se satisfaga el supuesto de normalidad, todo
ello se lleva a cabo usando pruebas de hip6tesis estadisticas. En este contexto, es
importante indicar que cuando se realiza la prueba de un supuesto particular, se asume que

todos los demas se satisfacen (supuesto ceteris paribus).

El objetivo de este Capitulo es doble: estudiar la importancia e implicaciones del
supuesto de normalidad en el modelo de regresion lineal y de manera especifica en la
inferencia estadistica de sus parametros, y presentar en R, aplicaciones de la prueba de
Jarque-Bera (Jarque-Bera 1980, 1987), utilizada para detectar si los términos estocasticos

en el modelo siguen o no una distribucién normal.
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En la segunda Seccion de este Capitulo se hace una breve presentacion del modelo
de regresion lineal, en la tercera se desarrollan dos procedimientos de estimacion: el de
minimos cuadrados ordinarios y el de maxima verosimilitud y se analizan brevemente las
propiedades de los estimadores resultantes, a partir de ellos se estudia la importancia que
tiene el supuesto de normalidad de los errores estocasticos en la inferencia estadistica y de
manera mas precisa, en la formulacion de intervalos de confianza y de pruebas de hipdtesis
para todos los parametros del modelo de regresion lineal, en la cuarta Seccion se formula la
prueba de Jarque-Bera para analizar si los errores satisfacen el supuesto de normalidad,
utilizando para ello los residuos como proxis de los errores o términos estocasticos, en la
quinta Seccidn se presenta la forma en que se realiza esta prueba en R y se muestran
algunas aplicaciones de la misma, en la sexta se exponen las causas e implicaciones que
tendria el hecho de que el supuesto de normalidad no se satisfaga y ademas, se muestran

posibles soluciones, finalmente, en la séptima Seccion, se plantean algunas conclusiones.
2. Modelo general de regresion lineal
2.1 Especificacion del modelo

Considere que la variable dependiente es explicada por K-1 variables independientes, esto

es,

Ve = Pr+ BaXept . . APy + & 1)
donde B4, . . ., Bk son los pardmetros del modelo, y; es la variable dependiente, las x;;’s,
k=2, ... K, son las variables independientes, &; es el término o error estocastico, t,
t=1, ...,T, es un indice que indica el numero de la observacién y T es el total de

observaciones.

El modelo esta formulado en el momento o periodo t, por ello las variables y el
término estocéastico estan indexados con ese subindice; mientras que el subindice k en las

variables independientes o explicativas, indica el nimero de la variable en la ecuacion de



regresion. Por ejemplo, x5 Y x:x, sefialan la variable 5 y la K, ambas en el momento t

mientras que xs; Y X100k, indican la observacion 5y 100 de la variable k.2

En la especificacion anterior se distinguen dos partes, la determinista o tambiéen

conocida como forma funcional, dada por

B1+ BaXez+ . . +PBrXik

y la estocastica, que no es mas que el término o error aleatorio &;. En la parte determinista
los pardmetros deben de plantearse en forma lineal de manera que el modelo sea lineal en
ellos; por su parte, las variables dependiente e independientes, aungue introducidas de
manera lineal, pueden no serlo. Debe hacerse notar que de acuerdo a la especificacion
anterior, los parametros no cambian al paso del tiempo, no tienen subindice t, por ello se

dice que hay permanencia estructural o que no hay cambio estructural.

El modelo en (1) se puede formular de manera matricial como sigue

y=XB+e (2)
donde y = (y1,¥2,---,¥1)",
1 x5 X413 .. X1k
1 xzz x23 e sz
X = 1 X32 X33 x3K ,
1 Xro Xp3 . Xrg
! ! , .
e=(e,&,.. &) Yy B=(B,PB2---,Lk). Observe que el vector y esta constituido por

las T observaciones de la variables dependiente, la matriz X de dimension T X K , por una
columna de unos asociada al término independiente y las K-1 columnas restantes
corresponden a las observaciones de las variables independientes, el vector f de dimension

K, por los parametros del modelo y & por los T términos estocasticos, uno por cada periodo.
2.2 Supuestos de la forma funcional.

S1. Linealidad en los parametros.

2 Esta especificacion y todo lo que sigue es vélido cuando en lugar de variables en series de tiempo se
introducen en corte transversal.



S2. Las K-1 variables independientes son las Unicas que explican a la dependiente.
S3. El nimero de observaciones T, es mucho mayor que el de pardmetros K.

S4. Las variables explicativas son linealmente independientes de manera que ninguna es

combinacion lineal de otra o de otras y por tanto el rango de X es K.
S5. Los parametros no cambian en la muestra, es decir, hay permanencia estructural.
2.3 Supuestos Gauss-Markov

Los supuestos Gauss Markov son sobre el término estocastico.’

SGM1.E(e) =0, Vt=1, ...,T.

SGM2. {&1,&5,. . ., &1} Y {X1k Xoks - - -, X7r} SON independientes Vk = 2, . . . K.
SGM3.V(g) =02, vVt=1, ...,T.

SGM4. Cov(g,e5) =0, Vt,s=1, ..., ,T, t #s.

SGMS. ¢, se distribuye Normal, vt =1, ..., T.

Los supuestos SGM1, SGM3-SGM5 establecen que los términos estocasticos son elegidos
de manera no correlacionada de una distribucion normal con media y varianza constante,
esto Gltimo debido a que ellos son homoscedasticos (SGM3). En notacion matricial esas

condiciones se pueden formular como

e~N(0,021),

donde 0 e | son de manera respectiva, un vector de ceros de dimension T y la matriz
identidadde T X T.

3. Importancia de la distribucion normal en la inferencia estadistica

En esta Seccion se hace una exposicion sucinta de como el supuesto de normalidad de los
términos estocasticos es utilizado en la inferencia estadistica del modelo, es decir, en la
estimacion puntual de sus parametros, en el planteamiento de intervalos de confianza y en

la formulacion de pruebas de hipotesis.

% En todo el documento, los momentos poblacionales y todas las distribuciones estan condicionados a la
informacion disponible de las variables en el modelo.



La estimacion puntual de los parametros suele realizarse mediante el método de
minimos cuadrados ordinarios (MCO) y el de maxima verosimilitud (MV), pero el primero
no utiliza el supuesto de normalidad, mientras que en el de MV es fundamental. Obtenidos
los estimadores, con el proposito de plantear intervalos de confianza y hacer pruebas de
hipétesis, es necesario determinar las distribuciones de esos estimadores y como estos
dependen de los errores estocasticos, sus distribuciones estardn determinadas por la
normalidad. A continuacion se presentan los aspectos basicos de la inferencia estadistica

del modelo de regresion lineal.
3.1 Estimacion puntual de los parametros

Una vez especificado el modelo de regresion lineal, se estiman los K pardmetros en la
ecuacion: By, Bo,. . .,Bk, y €l asociado a la varianza del término estocastico: o2, de
manera que el total de parametros que se deben estimar es K+1. Los métodos mediante los
que se estima el modelo son el de minimos cuadrados ordinarios (MCO) y el de maxima
verosimilitud (MV).

El método de MCO consiste en minimizar la suma de cuadrados de los errores

estocasticos, es decir,

T
minS(ﬁl,ﬁz,. . 'IﬁK) = ZSE
t=1

0 equivalentemente en forma matricial,

minS(B) =e'e = (Y —XB)' (Y — XB).
Resolver este problema implica plantear las condiciones de primer orden o ecuaciones
normales a partir de las cuéles se determina el punto critico
Buco = X'X)7'X’Y
y mediante la matriz de segundas derivadas, el hessiano, se analiza que efectivamente en él

se alcanza un minimo. El procedimiento de MCO solo proporciona el estimador de las



betas, no el de la varianza de los errores, o2, pero se propone como estimador minimo

cuadratico de la varianza el siguiente

&'e

|-

1 &

~2 E'\Z_

Omco “T_K & =
t=1

donde £; son los residuos, es decir,

ét:yt_yt' t:].,...,T.

Vi = b1+ Baxept . . . HPrxek

es el ajuste del modelo o también nombrado el ajuste del modelo..

Por su parte, el método de MV como su nombre lo indica, maximiza la funcién de
verosimilitud de los errores o de manera equivalente, su logaritmo, para lo cual se debe de
considerar que &;,&,,. . .,&p constituyen una muestra aleatoria, es decir, un conjunto de
variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas. Como puede observarse, a
diferencia del procedimiento de MCO en el que no se hace ningun supuesto sobre la
distribucion de los errores estocasticos para obtener los estimadores de los parametros, el de
MYV debe considerar una distribucion de los mismos y por supuesto, esa es la normal.

De esta forma, la funcion de verosimilitud de los términos estocasticos considera
gue son seleccionados de manera independiente de una distribucion normal y dados los

supuestos SGM1, SGM3-SGMB5, su media debe ser cero, y su varianza o2, esto es,

€t~N(O, 0-2).

Por ello, la funcion de verosimilitud es



N~

1 &7 2
e_ﬁ2t=1 &t

LBy, .-, Bk €1,- - -»5T):( 1 )

2mo?

y la log- verosimilitud est& dada por
T
T 2 1 2
l(ﬁl" . .,ﬁK; 81,. . .,ET) = —Elog(ZTTO' )_ﬁ;gt

Nuevamente, obtener la solucion de maximizar esta funcidn, implica determinar las
condiciones de primer orden y solucionar el sistema de ecuaciones para obtener los puntos

criticos, que en este caso estan dados por
Buy = XX)7IXY
!/

E'E.

~| =

T

2 _IN o

UMV-T & =
t=1

Observe que Byco = Buv. Pero 640 # 64y los cuéles difieren en sus grados de libertad y

por ende, en sus correspondientes propiedades.

El teorema de Gauss-Markov establece gque los estimadores minimo cuadraticos, los
de las betas, son los mejores estimadores lineales e insesgados, MELI o BLUE por sus
siglas en inglés, best linear unbaised estimator, es decir, dentro de los lineales e insesgados
son los de minima varianza. Como  Buyco = Buy, entonces los maximos verosimiles

también son MELI.

Por su parte, el estimador de MCO de la varianza es insesgado, pero su varianza es
mayor que la correspondiente al estimador maximo verosimil, pero éste a pesar de ser mas
eficiente que el minimo cuadratico, es sesgado. De aqui en adelante y dado que el

estimador minimo cuadratico de beta es igual al maximo verosimil, se nombrara

simplemente beta gorro, es decir, B, k = 1, ..., K o bien, en su forma vectorial £3.



Como puede observarse, el supuesto de normalidad del error aleatorio es de suma
importancia para obtener los estimadores maxima verosimiles de los parametros del modelo
de regresion, no asi para los minimos cuadraticos, que prescinde de ese supuesto, y también
es util para determinar distribuciones que adquieren relevancia al formular intervalos de
confianza y hacer pruebas de hipotesis para los parametros del modelo incluyendo la o2, tal

y como se vera en las siguientes Secciones.
3.2 Intervalos de confianza y pruebas de hipotesis

Implicaciones inmediatas del supuesto de normalidad de los errores estocasticos son las que
se tienen sobre la distribucion de la cantidad pivotal a partir de la cual se plantean los
intervalos de confianza, y la del estadistico para llevar a cabo las pruebas de hipétesis, tanto
para los parametros en la especificacion del modelo, las B;, como para la varianza del error

aleatorio, o2.

El desarrollo de esos dos tipos de inferencia para las betas generalmente se hace
bajo dos escenarios, cuando o2 es conocida y cuando no lo es, pero independientemente de
ello se parte del hecho de que los términos estocasticos constituyen una muestra aleatoria,

es decir, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, esto es,
g~N(0,02).4

Ese supuesto conduce a dos resultados importantes para hacer inferencia estadistica.
El primero es que cada S, k = 1,..., K, también se distribuye normal y como es insesgada
y con varianza o?(X'X);', donde (X'X);' es el elemento i-ésimo en la diagonal de

(X'X)~1, se obtiene que
Br~N(Br, 0% (X' X)ii")

y estandarizando se llega a

* Aqui solo se plantearan los intervalos de confianza en esos escenarios, para que se note la diferencia en las
distribuciones de las cantidades pivotales. Las pruebas de hipétesis se efectuaran solo bajo el supuesto de que
la varianza del término estocastico es desconocida, que cominmente es lo que sucede cuando se hace un
modelo.



Bk_.gk

——————~N(0,1). 3
Vo2 (X'X);! )
El otro resultado es que
62
(T_K)F’VX’]Z"—IO (4)

donde 62 = 6Z¢p Y x%_x indica la distribucion chi- cuadrada con T-K grados de libertad. °
A partir de estas expresiones se formulan los intervalos de confianza y se realizan las

pruebas de hipotesis.
3.2.1 Intervalos de confianza para S

Partiendo de la expresion en (3) y suponiendo que o2 es conocida se llega después de un

poco de algebra, al intervalo de confianza

P(,ék — Zgy2 02 (X'X)t < B < By + Zg/2 O (X'X)i_il) =1-a,

donde z,/, es el valor critico apropiado a una distribucion normal y o es el nivel de

significancia.

Cuando o2 es desconocida, se debe estimar y por ello, su estimador minimo
cuadrético se sustituye en (3) y entonces, la cantidad pivotal ya no se distribuye normal,

tiene una distribucién t-Student (tS) con T-K grados de libertad, es decir,’

® En este punto es importante recordar que la distribucién y? es el resultado de sumar el cuadrado de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de manera normal estandar, en el contexto del
modelo de regresion, esas variables son los errores aleatorios, que se estandarizan para poder utilizar este
resultado.

® Formalmente, esta cantidad pivotal y su distribucion se obtiene mediante el cociente de la expresion con
distribucién normal en (3) y la raiz cuadrada de la y? que se encuentra en (4) entre sus grados de libertad, esto
es,



~

B — Bk

~tSt_k

y después de un poco de algebra se obtiene el intervalo de confianza

P(fi = Tass/ T XX < B < P + Tap /T2 XX ) = 1 - @,

en él, 7./, es el valor critico asociado a una distribucion tS con T-K grados de libertad.

3.2.2 Pruebas de hipétesis para ;7
Considere ahora que se quiere probar las siguientes hipétesis

Hol Bk = bk VS H1: Bk * bk’

donde by, k=1, ... ,K, es una constante dada. Bajo el supuesto de que o2 no es
conocida, la expresion en (3) aun cuando se sustituya el estimador de o2 no es un
estadistico de prueba, puesto que el parametro g, es desconocido, pero bajo la hipétesis
nula, B, toma el valor b, que si se conoce, de manera que su sustitucion en (3) conduce al

siguiente estadistico de prueba bajo H,

P

Be—bi

Jeraxa "

Bk _ ﬁk .
Vo2 X' X)in _ Pr — Br
J(T —K)6: &2 X' Xt
(T—K)o?

Como numerador y denominador son independientes, el cociente tiene una distribucién tS cuyos grados de
libertad son los de la y2. Recuérdese que el cociente de una distribucion normal y la raiz cuadrada de una y?
dividida por sus grados de libertad, tiene una distribucién tS que hereda los grados de libertad de la chi-
cuadrada.

" Debido a que la varianza del término estocastico generalmente es desconocida, en lo que sigue se hacen las
pruebas para el caso en el que no es conocida.



y la region critica, donde se rechaza H,, a un nivel de significancia a%, es

7] > cq (5)

donde ¢, es el valor critico asociado a a.

Otra forma equivalente, de determinar si la informacion empirica incorporada al
modelo proporciona evidencia a favor o en contra de la hipdtesis nula, es mediante el p-

value o nivel de significancia marginal, se rechaza H, si y solo si

p-value<a.® (6)

Dentro de estas pruebas de hipdtesis tiene particular relevancia, la prueba

significancia individual, es decir, la que asume bajo H, que b, = 0, esto es,

HO:ﬁk =0 wvs H1: ﬁk * 0. (7)

Esta es importante porque a través de ella se analiza si S, es estadisticamente significativo,
en cuyo caso, la variable que lo acompafia es importante desde el punto de vista estadistico,

en la determinacion de la variable dependiente.
3.2.3. Pruebas de hipotesis para combinaciones lineales de las betas

La prueba de hipotesis asociada a combinaciones lineales de los parametros es una prueba
conjunta que al igual que los intervalos de confianza y las pruebas de hipotesis estudiadas
con anterioridad, basa su desarrollo en la normalidad del término estocastico del modelo de
regresion. Considerando que se tienen m combinaciones lineales de los parametros beta, las

hipdtesis a probar son

HO: Rﬁ =7Tr VS HO: RB * T,

8 Un analisis detallado de estos aspectos se encuentran en Davidson y MacKinnon (2004) y Spanos (1999).



donde R es la matriz de los coeficientes de las combinaciones lineales y es de dimensién
m X K, 3 es el vector que contiene los K parametros beta y r es un vector de dimensién m
con los términos independientes de cada restriccion o combinacion lineal. Ejemplos de este
tipo de pruebas se encuentran en Johnston y Dinardo (1997), asi como un estudio

exhaustivo de las mismas.

La normalidad del error estocastico conduce también a que
B~N(B,d(X'X)™1)
y por tanto,

RB~N(RB,0*R(X'X)"'R"),

lo cual conduce a
RB — RB~N(0,6*R(X'X)"'R"
donde el vector 0 es de dimension K y finalmente,
(RB = RB) [0*RX'X)'R'I"*(RB — RB)~t%

Esta expresion y la planteada en (4) son formas cuadréaticas independientes, cuyo cociente
dividido numerador y denominador por sus correspondientes grados de libertad, conduce al
estadistico de prueba que se muestra a continuacion y que bajo H,, se distribuye como una
F con my T-K grados de libertad,

1

f=—5RE =) [RXXTRT(RE = 7)~Fanr-)




Los criterios de rechazo de la hip6tesis nula son igual a los planteados en (5) y (6) usando
el valor critico o el p-value, pero ahora se debe usar la distribucion F para decidir si

rechazar o no H,.?

Aqui es importante sefialar dos aspectos dentro de este tipo de pruebas. El primero
es que al igual que la de significancia individual, es decir, la que considera un sélo
pardmetro y que fue formulada en (7), la de significancia conjunta también tiene relevancia
en la evaluacién econométrica del modelo, en ella se considera bajo la hip6tesis nula que
los K-1 pardmetros que son coeficientes de las variables independientes, son cero, de

manera que las hipdtesis se plantean como

HO: Rﬁ = O VS HO: RB * O,

donde

010 - 00
0

(e)
(e}
=
(e}

o
O .-
o
_

0/
0 0 0 0 0 1
y 0 es un vector de ceros de dimension m=K-1, o equivalentemente,
Hy: B =0,YVk=2,....,K

VS

Hy: By # 0,paraal menosunak = 2,...,K.

De esta manera, en caso de que se rechace H,, habra evidencia a favor de que las variables
independientes del modelo son estadisticamente diferentes de cero y por tanto, son

relevantes estadisticamente para explicar a la variable independiente.

% Los criterios para el rechazo o no de la hipétesis nula siempre son los mismos, pero se debe saber tanto la
distribucion apropiada del estadistico de prueba para determinar el valor critico y el p-value, como la hipétesis
nula.



El otro punto a resaltar es que esta es la prueba mas general y por tanto, la de

significancia individual es un caso particular, en ella la matriz R es de la siguiente forma
R=0O 0 - 1 - 0 0

es de dimension K x 1y el uno esta en el lugar k-ésimo de R.

3.2.4 Intervalo de confianza y prueba de hipdtesis para o2

A partir de la expresion en (4) dada por

=2
(T — K) = ~XF - 8)

se puede plantear después de un poco de algebra, el siguiente intervalo de confianza para la

varianza del error estocastico, a2,

32 62
PI(T-K)—<0?<(T-K) =1-aq,
Xajz X1i-a/2
y también se pueden probar las hipotesis
Hy:02=5s vs Hy:0? #s,
donde s > 0 es una constante conocida y por tanto, bajo la hip6tesis nula el estadistico de
prueba es

=2
(T = K) 5 ~XF-k,

que resulta de sustituir en (8) el valor de o2 bajo la hipdtesis nula.

4. Prueba de normalidad de Jarque-Bera

Cuando una variable aleatoria se distribuye normal, su tercer y cuarto momento alrededor

de la media también conocidos como sesgo y curtosis, son cero y tres, de manera



respectiva. El sesgo igual a cero da cuenta de que la distribucion es simétrica, mientras que
la curtosis igual a tres plantea que la distribucion no es puntiaguda (leptocurtica), ni

achatada (platicurtica), en cuyo caso es normal o mesocurtica.

Jarque y Bera (1980, 1987) formulan una prueba de normalidad que lleva su
nombre, ellos plantean que existen distribuciones que pueden coincidir con la distribucion
normal, en media y varianza o sea, que su primer momento centrado en cero y su segundo
alrededor de la media son los mismos, pero que no necesariamente el tercero y cuarto
momentos centrados en la media son iguales. Esa es la razon que los conduce a plantear la
prueba de normalidad basada en el sesgo, s, y la curtosis, ¢, de manera que las hipdtesis a
probar son

Hy: Errores normales vs H;: Errores no normales
0 equivalentemente,
Hy:s=0,c=3 vs Hyi:s#0y/oc+3
y el estadistico de prueba bajo H, es
¢s? (¢t —3)2

JB=T [?+— ~X&

donde cses el coeficiente de sesgo y el ¢c coeficiente de curtosis dados por

Observe que si el estadistico de prueba JB es cercano a cero hay evidencia a favor
de que los errores se distribuyen de manera normal, en caso contrario, es decir, cuando JB

esta alejado de cero, se rechaza la hipotesis nula y las distribuciones de los estimadores de



las betas y de la varianza de los errores estocasticos, no tendrén las distribuciones que
permiten hacer inferencia estadistica del modelo de regresion lineal y por tanto, ellas seran

validas s6lo de manera asint6tica de acuerdo al teorema de limite central.
5. Prueba Jarque-Beraen R

En la implementacion de la prueba de Jarque-Bera en R, es necesario cargar el paquete

tseries mediante la instruccion

> library(tseries)

y una vez que se cuenta en el objeto al que se la va aplicar la prueba se debe introducir
> jarque.bera.test(x)

en donde el argumento x es un vector o una serie de tiempo. Esta prueba puede llevarse a
cabo para cualquier vector o serie de tiempo del que se desee saber si se distribuye 0 no de
manera normal. Sin embargo, en el contexto del modelo de regresion, la prueba se realiza
sobre los residuales ya que estos son las proxis de los errores estocasticos que se suponen
son normales, por ello la instruccion para efectuar la prueba de Jarque-Bera para los
residuales del objeto llamado model, que guarda los resultados de estimacion de la

regresion, es
> jarque.bera.test(residuals(model))

y obviamente, debe de ejecutarse una vez que se estima el modelo. El resultado de la
prueba presenta el nombre de la variable en data, el estadistico de prueba en x-squared,
los grados de libertad en df y el minimo nivel de significancia al que se rechaza la hipotesis

nula, en p-value.
Ejemplo 1.

En este ejemplo se genera una variable (vector), que contiene cien numeros seleccionados
de manera aleatoria de una distribucion normal y se efectla la prueba de normalidad para

ese variable, pero antes se instala el paquete tseries, tal y como se muestra a continuacion.

> library(tseries)

‘tseries’ version: 0.10-34



‘tseries’ is_a package for time series analysis and
computational finance.

See ‘library(help="tseries")’ for details.

> y<-rnorm(100)
> jarque.bera.test(y)

Jarque Bera Test

data: vy
X-squared = 0.46901, df = 2, p-value = 0.791

A un nivel de significancia del 5%, la hipétesis nula de normalidad no es rechazada, puesto

que p-value>0.05.
Ejemplo 2.

La informacion anual de 1953 a 2004 contenida en el archivo Gasolina.txt es usada para
estimar un modelo para la demanda de gasolina en USA (Greene, 2003). Se plantean dos
regresiones log-log, en la primera se modela la demanda per-cépita en funcion del ingreso
per-capita, del indice de precios de la gasolina y el de los autos nuevos y en la segunda, se
agrega el indice de precios agregado del consumo de bienes durables, y en ambas se prueba

normalidad.'® Las instrucciones en R son las que se presentan a continuacion.

> library(tseries)
‘tseries’ version: 0.10-34

‘tseries’ is_a package for time series analysis and
computational finance.

See ‘Tibrary(help="tseries")’ for details.
> Gasolina <- read.csv("Gasolina.txt”)

view(Gasolina)
attach(Gasolina)

vV Vv

Las variables del archivo son

Afio: 1953-2004,

G: Gasto total en gasolina,

Pobl: Poblacién

Pg: Indice de precio de la gasolina,

Y: Ingreso disponible per-cépita,

Pan: Indice de precios de los autos nuevos,

Pau: Indice de precios de los autos usados,

Ptp: Indice de precios del transporte publico,

Pd: Indice de precios agregado del consumo de bienes durables,

Pnd: Indice de precios agregado del consumo de bienes no durables,

Ps: Indice de precios agregado para el consumo de servicios.
Fuente: http://people.stern.nyu.edu/wgreene/Text/econometricanalysis.htm



> cons<-1m(log(G/Pob1)~Tog(Y)+Tog(Pg)+Tog(Pan))
> jarque.bera.test(residuals(cons))

Jarque Bera Test

data: residuals(cons)
X-squared = 7.3104, df = 2, p-value = 0.02586

> cons<-1m(log(G/Pob1)~Tog(Y)+Tog(Pg)+log(Pan)+log(Pd))
> jarque.bera.test(residuals(cons))

Jarque Bera Test

data: residuals(cons)
X-squared = 3.6263, df = 2, p-value = 0.1631

Con base en los resultados de la prueba de Jarque-Bera de la primera regresion, se
rechaza la hipétesis nula de normalidad al 5%, puesto que p-value<0.05, pero no al 1% de
significancia (p-value>0.01), mientras que en la segunda regresion no se rechaza la

hipétesis nula y por ello se infiere que los errores son normales.
Ejemplo 3

En este ejemplo se presenta un modelo estatico para la elasticidad de sustitucion Armington
para México.' La estimacion incorpora informacion trimestral del INEGI para el periodo
que comprende del primer trimestre de 1993 al primero del 2013, a precios constantes del
2008. La variable explicada en el modelo es la demanda relativa (DRel), que resulta del
cociente entre las importaciones totales y la demanda doméstica (diferencia entre el valor
bruto de la produccién y las exportaciones, ambas a precios de mercado) y las variables
explicativas son el precio relativo (PRel), que se obtiene de dividir el indice de precios de la
demanda relativa entre el correspondiente a las importaciones, y el producto interno bruto
(PIB).

Las siguientes instrucciones en R permiten estimar el modelo de regresion log-log

con las variables descritas previamente y efectuar la prueba de normalidad de Jarque-Bera.

> Elast <- read.csv("Elast.txt")

> View(Elast)

> attach(Elast)

> model<-Tm(Tog(DReT)~Tog(PRel)+1og(PIB))

jarque.bera.test(residuals(model))

\%

1 Un anélisis detallado de este modelo desde sus microfundamentos hasta la especificacion final de un
modelo dindmico es presentado en Casares, Ruiz-Galindo y Sobarzo (por publicarse).



Jarque Bera Test

data: residuals(model)
X-squared = 4.9739, df = 2, p-value = 0.08316

El p-value implica que la hipotesis nula de normalidad de los errores aleatorios no se
rechaza a un nivel de significancia del 5%, pero si al 10%, puesto que p-value>0.05 y p-
value<0.10.

6. Causas e implicaciones de la no normalidad y posibles soluciones

Dos son las causas principales de que los residuos del modelo no se distribuyan de manera
normal: una es que la muestra no es lo suficientemente grande como para garantizarla y la
otra es que si a los datos que se incorporaron al modelo se les hizo alguna transformacion,

ella no fue la adecuada.

Cuando los datos son pocos y hay posibilidad de obtener méas, habré que incluirlos
para obtener una nueva estimacion del modelo. Si esto no es posible, habra que hacer una
transformacion de la familia Box y Cox, de las cuales la mas utilizada es la logaritmica, y

que ademas también puede corregir heteroscedasticidad.

Considere que se quiere transformar a variable w cuyos valores son positivos, la

transformacion Box-Cox depende de un parametro 1y es la siguiente

wt-1
=7 4*0,
logw, 1=0

Cuando w no es positiva, se le suma una constante de manera que se obtengan una nueva

variable cuyos valores si lo sean.
7. Conclusiones

La elaboracion de los modelos econométricos conlleva dos tipos de evaluacion. Una que se
basa en la teoria econdmica que fue utilizada para la especificacién del mismo y en la que
se revisan que los signos de los parametros estimados y su magnitud, entre otros aspectos,
coincidan con los que formula la teoria. La otra es la evaluacion econométrica, que

consiste en analizar la significancia individual y conjunta de los parametros y verificar si se



satisfacen tanto los supuestos del modelo de regresion en su parte determinista como los

que se plantean en los términos o errores aleatorios.

Dentro de la evaluacion economeétrica reviste importancia la normalidad, ya que este
supuesto aungue no necesario en la estimacion de los pardmetros del modelo, resulta
indispensable en las otras dos formas de hacer inferencia estadistica, a saber, en el
planteamiento de los intervalos de confianza y de las pruebas de hipotesis. A partir de la
normalidad de los errores aleatorios, se obtiene las distribuciones apropiadas de las
cantidades pivotales para plantear intervalos de confianza y de los estadisticos de prueba

para efectuar pruebas de hipotesis.

Por lo anterior, una vez que se ha analizado que los parametros estimados tienen los
signos y magnitudes apropiadas de acuerdo a la teoria econdmica subyacente, se debe
revisar si los residuos del modelo que son las proxis de los términos estocasticos, son
normales, de no ser asi se corre el riesgo de hacer inferencia de manera incorrecta a menos
que se tenga una gran cantidad de observaciones para cada variable, en cuyo caso se recurre
al teorema de limite central que garantiza normalidad cuando el tamafio de la muestra
tiende a infinito, en la practica esto significa que se tienen muchas observaciones y por
tanto, los resultados de inferencia estadistica expuestos aqui son vélidos de manera
asintdtica. Sin embargo, si no se puede incrementar el nimero de observaciones o bien a
pesar de haberlo hecho no se obtuvo normalidad, se debe usar una transformacion de las
variables de la familia Box-Cox y de manera especifica, la logaritmica que es la mas

utilizada en estas situaciones.
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Modelo General de Regresion Lineal
» Especificacion
Ve = B1 + BoXeat . . HPrXik + &,

donde 34, . .., Bk son los parametros del modelo,
vy €s la variable dependiente,

xXik's, k =2, ..., K,sonlasvariables independientes,
& es el término o error estocastico,

t, t=1, ...,T, es un indice que indica el numero de la
observaciony

T es el total de observaciones

—
=
=
[ 3]
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Modelo General de Regresion Lineal
» Supuestos en la forma funcional

S1. Linealidad en los parametros.

S2. Las K-1 variables independientes son las unicas que explican a
la dependiente.

S3. El numero de observaciones T, es mucho mayor que el de
parametros K.

S4. Las variables explicativas son linealmente independientes de
manera que ninguna es combinacion lineal de otra o de otras 'y
por tanto el rango de X es K.

S5. Los parametros no cambian en la muestra, es decir, hay
permanencia estructural
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Modelo General de Regresion Lineal

» Supuestos Gauss-Markov

SGM1.E(g) =0, vt=1, ...,T.

SGM2. {1, &5, .. ., €7} Y {X100 X2ky + + ) XTE} SON
independientes Vk =2, ..., K.

SGM3.V(¢,) = 0%, Vt=1, ...,T.

SGMA4. Cov(es,e,) =0, Ve,s=1, ..., T, t +s.

SGMS. &; se distribuye Normal, vVt =1, ...,T.




ECONOMETRIA

APLICADA UTILIZANDO R.

Normalidad

Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica
» Estimacién Puntual: MCO y MV
MV: &4, &5, . . ., Ep constituyen una muestra aleatoria
Funcion de verosimilitud y log-verosimilitud

T

1 2 ! Y, &7
L(By,...,Bk; €1,. . ., €T) = =] e 552 Lt=1¢t

21O

T

T 1
l(ﬁlr- . -;,BK; &1y - ET) = _Elog(ZT[O'Z) Z_Z
t=1
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

» Distribuciones de los parametros

* Pr~N(Br 0% (X'X)i")

~2
+ (T = K)5~xfx
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

» Intervalos de confianza para Sy.

+ o2 conocida, —2P__ _N(0,1)

\/02 X'X);t
+ o2 desconocida, ——2K=Bk . ts. ..
\/62 X' X%k

P<,[)3k —Ta/z\/ﬁz X'X);' < B < By +Ta/2\/62 (X’X)l-_l-1> =1—-a
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

> Prueba de hipétesis para 8, (o* desconocida).
HO: :Bk = bk VS H1: :Bk * bk

Estadistico de prueba bajo Hy:

A

P — by

T = NtST_K

\/62 X' X))k
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

» Prueba de hipdtesis para combinaciones lineales de ;s
(6% desconocida).

Hy: RB=7r vs Hy R+ 7
Estadistico de prueba bajo Hy:

1

f=—RB~7)[RXX)RT(RB = 1)~Fonr-k)

mao2
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

» Prueba de significancia estadistica

* Individual

HO: :Bk =0 VS H1: ﬁk * 0

* Conjunta

HO: RB =0 VS HO: Rﬁ * 0
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Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

> Intervalo de confianza para o*

62
(T-K)— ~XF_k




ECONOMETRIA

APLICADA UTILIZANDO R.

Normalidad

Importancia Normalidad en la Inferencia Estadistica

> Prueba de hipdtesis para g2
Hy: 62 =5s vs Hy:0% # s,

Estadistico de prueba bajo Hy:

6'2
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Prueba de Normalidad de Jarque-Bera (JB)

» Prueba estadistica

Hy: s=0,c=3 vs H:s#0y/oc#3

» Estadistico de prueba
cs? (Cc — 3)2]
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Prueba de Jarque-Bera en R

» Cargar paquete tseries
>library(tseries)

» Disponer del objeto

» Aplicar la prueba

>jarque.bera.test(x)

>jarque.bera.test(residuals(model))
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Ejemplos de la Prueba de Jarque-Bera en R

» Ruido blanco

> library(tseries)
‘tseries’ version: 0.10-34
‘tseries’ is a package for time series analysis and
computational finance.
See ‘library(help="tseries")’ for details.
> y<-rnorm(100)
> jarque.bera.test(y)
Jarque Bera Test

data: y
X-squared = 0.46901, df = 2, p-value =0.791
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Ejemplos de la Prueba de Jarque-Bera en R

» Elasticidades Argmington

> Elast <- read.csv("Elast.txt")

> View(Elast)

> attach(Elast)

> model<-Im(log(DRel)~log(PRel)+log(PIB))

> jarque.bera.test(residuals(model))

Jarque Bera Test

data: residuals(model)
X-squared = 4.9739, df = 2, p-value = 0.08316




